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Przestrzenie unormowane

Co to jest przestrze« wektorowa (liniowa)?

Def. Przestrzeni¡ unormowan¡ nazywamy przestrze« liniow¡ X
nad ciaªem F := R,C wyposa»on¡ w norm¦, czyli funkcj¦

‖ · ‖ : X → [0,∞) tak¡, »e dla dowolnych x , y ∈ X , λ ∈ F:
N1 ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0, (niezdegenerowanie)

N2 ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖, (dodatnia jednorodno±¢)

N3 ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, (nierówno±¢ trójk¡ta)

x‖x‖

y

‖y‖
‖x + y‖

x + y

(odwrotna nierówno±¢ trójk¡ta)

|‖x‖ − ‖y‖
∣∣ ≤ ‖x − y‖

Norma zadaje metryk¦ wzorem d(x , y) := ‖x − y‖, x , y ∈ X .
Zatem przestrze« liniowa jest te» przestrzeni¡ topologiczn¡.
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Zbiory otwarte w X s¡ sumami kul otwartych, gdzie kul¡ otwart¡

o ±rodku w x ∈ X i promieniu r > 0 nazywamy zbiór

K (x , r) := {y ∈ X : ‖x − y‖ < r}.
Ci¡g {xn}∞n=1 ⊆ X jest zbie»ny do x ∈ X ⇔ limn→∞ ‖xn − x‖ = 0.

Piszemy wtedy xn → x , xn
X−→ x lub xn

‖·‖−→ x .

Stw. W przestrzeni unormowanej mno»enie przez skalar, dodawanie

wektorów i norma s¡ funkcjami ci¡gªymi.

Dowód: Niech λn → λ, xn → x oraz yn → y , czyli |λn − λ| → 0,

‖xn − x‖ → 0 oraz ‖yn − y‖ → 0. Wtedy

‖λnxm − λx‖
N3
≤ ‖λnxm − λnx‖+ ‖λnx − λx‖
N2
= |λn| · ‖xm − x‖+ |λn − λ| · ‖x‖ −→ 0, przy n,m→∞.

Zatem λnxm → λx , czyli mno»enie przez skalar · : F× X → X jest

ci¡gªe. Ci¡gªo±¢ dodawania wektorów + : X × X → X wynika z

‖(xn+ym)−(x+y)‖
N3
≤ ‖xn−x‖+‖ym−y‖ −→ 0, przy n,m→∞
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Ci¡gªo±¢ normy wynika z �odwrotnej nierówno±ci trójk¡ta�:∣∣‖xn‖ − ‖x‖∣∣ ≤ ‖xn − x‖ → 0, sk¡d ‖xn‖ → ‖x‖. �

Stefan Banach

Def. Przestrzeni¡ Banacha nazywamy przestrze« unormowan¡

zupeªn¡, tzn. przestrze« (X , ‖ · ‖), gdzie dla ka»dego {xn}∞n=1 ⊆ X

lim
n,m→∞

‖xn − xm‖ = 0︸ ︷︷ ︸
{xn}∞n=1 ci¡g Cauchy

=⇒ ∃
x0∈X

lim
n→∞

‖xn − x0‖ = 0.︸ ︷︷ ︸
{xn}∞n=1 ci¡g zbie»ny

Uwaga. Implikacja przeciwna zawsze zachodzi.

Prz. Przestrze« R z norm¡ ‖x‖ = |x | jest przestrzeni¡ Banacha.

Podobnie C z norm¡ ‖x‖ = |x | jest przestrzeni¡ Banacha nad C .

Prz. Przestrze« Fn z norm¡ ‖x‖2 :=
√∑n

k=1 |x(k)|2 jest

przestrzeni¡ Banacha nad F = R,C (przestrze« euklidesowa)
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Stw. Je±li podprzestrze« liniowa Y ⊆ X przestrzeni unormowanej

X jest przestrzeni¡ Banacha, to Y jest domkni¦ta w X .

Implikacja odwrotna zachodzi je±li X jest przestrzeni¡ Banacha.

(przypomnijmy, »e Y = Y ∪ Y d , gdzie Y d punkty skupienia Y )

Dowód: �=⇒�. Niech y ∈ Y d , czyli istnieje ci¡g {yn}∞n=1 ⊆ Y
zbie»ny do y ∈ X . Wtedy {yn}∞n=1 jest ci¡giem Cauchy w Y .

Zatem z zupeªno±ci Y , ci¡g {yn}∞n=1 posiada granic¦ w Y . Czyli

y ∈ Y (z jednoznaczno±ci granicy). St¡d Y = Y domkni¦ty.

�⇐=�. Niech {yn}∞n=1 ⊆ Y Cauchy. Wtedy {yn}∞n=1 Cauchy w X , a

zatem jest zbie»ny w X . Czyli istnieje y ∈ X taki, »e yn
‖·‖−→ y .

Skoro {yn}∞n=1 ⊆ Y i Y = Y , to y ∈ Y . Zatem Y prz. zupeªna. �

Y = ===⇒ Y =
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Ka»d¡ przestrze« unormowan¡ mo»na uzupeªni¢ do

przestrzeni Banacha (w sposób jednoznaczny)

Twierdzenie (Uzupeªnienie przestrzeni unormowanych)

Dla dowolnej przestrzeni unormowanej Y istniej¡

1 przestrze« Banacha X (uzupeªnienie prz. Y )

2 liniowa izometria Ψ : Y → X taka, »e Ψ(Y ) = X .

Czyli Y zanurza si¦ w X jako g¦sta podprzestrze«. Ponadto, takie

X jest wyznaczone jednoznacznie z dokªadno±ci¡ do kanonicznego

izometrycznego izomor�zmu. Pisze si¦ cz¦sto X = Y .

�Szkic Dowodu�: Elementy X de�niujemy jako klasy abstrakcji

ci¡gów Cauchy {xn}∞n=1, {yn}∞n=1 ⊆ Y wzgl¦dem relacji:

{xn} ∼ {yn}
def⇐⇒ limn→∞ ‖xn − yn‖ = 0.

Klas¦ równowa»no±ci oznaczamy [{xn}] i kªadziemy

[{xn}] + [{yn}] := [{xn + yn}], λ[{xn}] := [{λxn}],
‖[{xn}]‖ := limn→∞ ‖xn‖, Ψ(y) = [{y , y , y , ...}]
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Wn. Przestrze« unormowana Y jest zupeªna wtedy i tylko wtedy,

gdy jej obraz Ψ(Y ) przy dowolnej liniowej izometrii Ψ : Y → X w

przestrze« unormowan¡ X jest domkni¦ty w X .

�Zupeªno±¢� = �domkni¦to±¢ w ka»dej nadprzestrzeni�

Y = vs Y =

Def. Podprzestrze« Banacha = domkni¦ta podprzestrze« liniowa

przestrzeni Banacha
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Lem. Niech {xn}∞n=1 ⊆ X b¦dzie ci¡giem Cauchy.

1 Je»eli pewien podci¡g {xnk}∞k=1 jest zbie»ny do x , to ci¡g

{xn}∞n=1 jest zbie»ny do x .

2 Dla ka»dego q ∈ (0, 1) istnieje podci¡g {xnk}∞k=1 taki, »e

‖xnk − xnl‖ ≤ qk dla ka»dego l ≥ k .

Dowód: Proste

Def. Dla ci¡gu {xn}∞n=1 ⊆ X w przestrzeni unormowanej X

powiemy, »e szereg
∞∑
n=1

xn jest zbie»ny,je»eli {
N∑

n=1
xn}∞N=1 jest

zbie»ny i wtedy
∞∑
n=1

xn := lim
N→∞

N∑
n=1

xn nazywamy sum¡ szeregu.

Szereg
∞∑
n=1

xn jest absolutnie zbie»ny je»eli
∞∑
n=1
‖xn‖ <∞.

Stw. Przestrze« unormowana X jest zupeªna wtedy i tylko wtedy,

gdy ka»dy szereg absolutnie zbie»ny jest zbie»ny w X .
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Stw. Przestrze« unormowana X jest zupeªna wtedy i tylko wtedy,

gdy ka»dy szereg absolutnie zbie»ny jest zbie»ny w X .

Dowód: Niech
∑∞

n=1 ‖xn‖ <∞. Wtedy dla M ≥ N ≥ 1 mamy

‖
M∑
n=1

xn−
N∑

n=1

xn‖ = ‖
M∑

n=N

xn‖ ≤
M∑

n=N

‖xn‖ −→ 0, przy N,M →∞,

Zatem {
∑N

n=1 xn}∞N=1 ci¡g Cauchy, wi¦c zbie»ny je±li X zupeªna.

Zaªó»my teraz, »e ka»dy szereg w X , który jest absolutnie zbie»ny

jest zbie»ny. Niech {xn}∞n=1 ⊆ X dowolny ci¡g Cauchy. Wybierzmy

podci¡g {xnk}∞k=1 taki, »e ‖xnk − xnl‖ ≤ (1/2)k dla l ≥ k . Poªó»my

y1 := xn1 oraz yk+1 := xnk+1 − xnk dla k ≥ 1. Wtedy

∞∑
k=1

‖yk‖ = ‖xn1‖+
∞∑
k=1

‖xnk+1−xnk‖ ≤ ‖xn1‖+
∞∑
k=1

(1/2)k = ‖xn1‖+1 <∞

sk¡d
∑∞

k=1 yk zbie»ny. Ale
∑N

k=1 yk = xn1 +
∑N

k=1 xnk+1 − xnk = xnN ,
czyli podci¡g {xnk}∞k=1 jest zbie»ny. Zatem {xn}∞n=1 jest zbie»ny �
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